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Champs gaussiens gentils
Soient d > 1 et f : RY — R un champ gaussien gentil, c’est-a-dire :

gaussien centré : Vxi,...,x, € RY, (f(x1),...,f(x,)) est gaussien centré;
lisse : presque sirement C*°;
stationnaire : pour tout 7 € RY, f(r + )2 f;
non-dégénéré : pas presque siirement constant;

normalisé : E[f(0)?] = 1.
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Fonction de corrélation et mesure spectrale

Loi de f caractérisée par sa fonction de corrélation « : x — E[f(0)f(x)].

Vx,y € RY, E[ f(x) ()] = Ay = ),
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Fonction de corrélation et mesure spectrale

Loi de f caractérisée par sa fonction de corrélation « : x — E[f(0)f(x)].
Vx,y €RY, Va, B €N, E[9*F(x)0F(y)] = (~1)"0" P n(y - x),

o a=(ag,...,aq), O0*=0"...05% et |aj=a1+---+aq.
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Fonction de corrélation et mesure spectrale

Loi de f caractérisée par sa fonction de corrélation « : x — E[f(0)f(x)].
Vx,y €RY, Va, B €N, E[9*F(x)0F(y)] = (~1)"0" P n(y - x),

o a=(ag,...,aq), O0*=0"...05% et |aj=a1+---+aq.

Théoréme (Bochner, 1933)

K est la fonction caractéristique d'une mesure de probabilité \, appelée
mesure spectrale de f.  Ici, [pq]|x||P dA(x) < 400 pour tout p € N.

Si A\ est une mesure de probabilité ayant des moments finis & tout ordre,
alors il existe un unique champ gaussien gentil de mesure spectrale A.
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Exemples de champs gentils

Champ de Bargmann—Fock

X
fRp i x — e~ 2 X , ol les a, sont i.i.d. N(0,1).
BF %d /—Old! o (0,1)
(0%
2

- _lxd
Caractérisé par Kgp:xrH>e 2 ou Agr =N(0,1d).

Cas “générique” : le support de Agp est d'intérieur non-vide.
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Exemples de champs gentils

Champ de Bargmann—Fock

X
fRp i x — e~ 2 X , ol les a, sont i.i.d. N(0,1).
BF %d /—Old! o (0,1)
(0%
2

[l

Caractérisé par Kgp:xrH>e 2 ou Agr =N(0,1d).

Cas “générique” : le support de Agp est d'intérieur non-vide.

Champ de Berry

Défini par sa mesure spectrale Ager = U (S771).
On a Afger + fger = 0 presque siirement.

Cas “pathologique” : Ager est supportée sur une hypersurface analytique.

Thomas Letendre Moments du volume nodal Journées MAS — 25/08/26 4 /12



Volume nodal

Théoréme (Lerario—Stecconi, 2019)

f=1(0) est p.s. une hypersurface lisse. En particulier, elle porte une mesure
de volume intrinséque (mesure de Hausdorff (d — 1)-dimensionnelle).

On note wg = Voly(B(0,1)) et, pour tout R >0,

Vk = Volg_1(F1(0) N B(0, R)).

Théoréme (Azais—Wschebor, 2009)
Il existe y1(f) > 0 tel que : VR >0, E[Vg]=RIv(f)wq. J
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Non-dégénérescence d'ordre g € N

ND(q)

Pour tout my, ..., m, € N* tels que m; +--- 4+ m, = g + 1 et pour tout
X1,..., X, € RY distincts, (ao‘f(x,-))lgign af<m; &St non-dégénéré.
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Non-dégénérescence d'ordre g € N

ND(q)

Pour tout my, ..., m, € N* tels que m; + --- + m, = g + 1 et pour tout

X1,..., X, € RY distincts, (8af(xi))1<i<n,|a|<m; est non-dégénéré.

ND(0) : £(0) est non-dégénéreé.
ND(1) : (£(0),V£(0)) est non-dégénéré et (£(0), f(x)) aussi si x # 0.

ND(q) : si xo, ..., xq sont distincts (f(xo), ..., f(xq)) est non-dégénére,
(aaf(O))|a‘<q est non-dégénéré, et tous les cas intermédiaires.
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Non-dégénérescence d'ordre g € N

ND(q)

Pour tout my, ..., m, € N* tels que m; +--- 4+ m, = g + 1 et pour tout

X1, ..., xn € R? distincts, (0°F(x1) 1< la|<m; &St non-dégénéré.

ND(0) : £(0) est non-dégénéreé.

ND(1) : (£(0),V£(0)) est non-dégénéré et (£(0), f(x)) aussi si x # 0.

ND(q) : si xo, ..., xq sont distincts (f(xo), ..., f(xq)) est non-dégénére,
(Gaf(O))MKq est non-dégénéré, et tous les cas intermédiaires.

Exemples

o far est ND(c0). Plus généralement, f t.q. supp()) # ) est ND(c0).
@ fger n'est pas ND(2) : (8af56f(0))|a|<2 dégénéré car Afger + fger = 0.
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Décorrélation asymptotique a l'ordre g € N

DC(q)

Il existe g : RY — [0, +-o00[ et 7 > 0 tels que :
° g(x)

lIx[| =00

© g, :x+ sup g(x+y)est L?sur RY;
llyll<n

e pour tout x € RY et o € N9 tel que |a| < 2g, on a [0%k(x)| < g(x).

v

Exemples
o fgr satisfait DC(00).
@ Si X a une densité dans S(R?) alors f satisfait DC(cc) et ND(o0).
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Asymptotiques des moments

Théoréme (Ancona—Gass—L.—Stecconi, 2025)

Soit p > 2, si f satisfait DC(2p—1) et ND(2p — 1) alors il existe v»(f) >0,
dépendant uniquement de f, tel que :

E

_ R4 wa\’ z
(VR Rzl(f) d)]—>(72() a)*E[N(0,1)°].

R R—+o00

@ Si f est isotrope alors () > 0, par exemple y2(fgg) > 0.

o Conditions générales pour que v2(f) > 0 établies par Gass.
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Théorémes limites

Corollaire (Loi des Grands Nombres)

Si f satisfait DC(3) et ND(3)

Vr
alors R —> 71 (f)wg.-

o = = E A
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Théorémes limites

Corollaire (Loi des Grands Nombres)

Si f satisfait DC(3) et ND(3) alors % 4> 1 (Fwa.

On retrouve un résultat de Kratz—Vadlamani (2018).

Corollaire (Théoréme Central Limite)
Si f satisfait DC(cc) et ND(>) alors

VrR — RIi(Fwa o
Rg R—+00

> N(O, ’)’Q(f)wd).
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Statistiques linéaires et résultats fonctionnels

Si 6 € LL(RY) N L=(RY), on definit (vr, &) — / o) aHe ().
f—l(o) R
Exemple o <I/R y ]'B(O,l)> = /fl(o) ]-B(O,R)(X) d?‘[d_l(X) = VR. J
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Statistiques linéaires et résultats fonctionnels

Si ¢ € L1(RY) 1 L(RY), on definit (v, 6) = /f o ()

Exemple : (vg,1p(0,1)) = /

1g(0,R)(¥) dHIH(x) = V.
F-1(0)

Moments : E[(vgr, ¢>]:Rdfyl(f)/ ¢ et, sous DC(2p—1) et ND(2p—1),
Rd

[ —RIP;[@R,@])P} —tcr ¢2)§Ew<o, 1.
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Statistiques linéaires et résultats fonctionnels

Si ¢ € L1(RY) 1 L(RY), on definit (v, 6) = /f o ()

Exemple : (vg,1p(0,1)) = /

1g(0,R)(¥) dHIH(x) = V.
F-1(0)

Moments : E[<VR,¢>]:Rd’yl(f)/ ¢ et, sous DC(2p—1) et ND(2p—1),
Rd
(ve,6) ~El(ve, 4)]\" :
e[ (Pt ) | (e [#) o

LGN : Sous DC(3) et ND(3), “ % y1(f)Leb, si 3 2 < +o0.
n n oo

n>1""
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Statistiques linéaires et résultats fonctionnels
Si ¢ € LY(RY) N L>(RY), on definit (v, ¢) = / ¢<5) dHe 2 (x).
£-1(0) R

Exemple 5 <I/R 5 ]-B(O,l)> = /fl(o) ]-B(O,R)(X) de_l(X) = VR

Moments : E[(vgr, ¢>]:Rdfyl(f)/ ¢ et, sous DC(2p—1) et ND(2p—1),
Rd

o (mth= Bl Y, () | ¢2>5EW(0, el

LGN : Sous DC(3) et ND(3), “ ii—f'; 1(f)Leb, si 3 4 <

nz1

i d
TCL : Sous DC(c0) et ND(o00), on a “&= Rd ’Y1(f)Leb loi, S'(RY) JRew,

R—+00
ol W est le bruit blanc gaussien standard
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Autres généralisations

@ Volume (d — k)-dimensionnel des zéros d'un champ gaussien gentil
f:RI—RK ou1<k<d

@ Champs gradients : f = Vh, ol h est gaussien gentil.

@ Zéros d'une famille de champs gaussiens (fgr)r~0 ayant le champ f
pour limite d'échelle lorsque R — +o0.
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Merci de votre attention

Image par Vincent Beffara.
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